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R~sum~. Nous d6montrons que l'anneau de series formelles ur un alphabet partiellement commu- 
tatif est int~gre. 
Abstract. We prove that the ring of formal power series on a partially commutative alphabet is 
an integral domain. 
Soient X un alphabet, 0 une relation rrflexive t symrtrique sur X et --- la congruence 
sur le monoide libre X* engendrre par 0. On appelle monoide partiellement 
commutatifl ibre sur X relativement/t 0 le monoi'de M(X, O) = X*/.--. Ces monoides 
ont 6t6 introduits par Cartier et Foata [1] dans le but d'rtudier des probl~mes de 
rrarrangements sur les mots. Ils ont 6tabli l'existence d'une forme normale dans ces 
monoides, permettant en particulier de montrer qu'ils sont simplifiables. Plus rrcem- 
ment, les monoides partiellement commutatifs ont 6t6 considrrrs darts le cadre de 
recherches ur les calculs en parall~le, of~ les lettres peuvent ~tre par exemple 
considrrres comme des instructions de programmes dont certaines ont autorisres 
/t commuter. Leur 6tude est donc drsormais relire g la throries des langages, of~ 
l'on salt que les srries formelles jouent un rSle important. U 6tait donc naturel de 
se demander si ces algrbres 6talent int~gres lorsque l'anneau de base l'est, comme 
c'est le c, as pour les srries totalement on commutatives outotalement commutatives. 
Bien qu'il soit facile de s'en convaincre, il semble plus difficile d'en donner une 
drmonstration 616mentaire. On peut cependant ledrduire simplement du Throrrme 
de Poincarr-Birkhoff-Witt de la manirre suivante: on commence par 6tablir le 
thror~me suivant. 
1. Thror~me. Si K est un anneau commutatif nt~gre, l'alg~bre K(X,  O) du monoi'de 
M(x, 0) sur K (polynSmes partieUement commutatifs) est int~.gre. 
On en d6duit aussitrt le th6or~me suivant. 
0304-3975/85/$3.30 © 1985, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 
110 J.-Y. Thibon 
2. Th6or~me. L'alg~.bre large K((X, 0)) du monoi'de M(X, O) (s3ries formelles) est 
int~gre. 
Preuve. On d6finit de mani~re 6vidente le degr6 d'un polynSme de K(X, 0). Toute 
s6de S ~ K((X, 0)) s'6cdt alors de mani~re unique S = Y-,,o S, oil chaque S, est un 
polynSme homog~ne de degr6 n, et S = 0 ssi tousles Sn sont nuls. Notons v(S) = Sk 
le premier terme non nul de cette somme. On a alors v(ST)= v(S)v(T). [] 
Pour d6montrer le Th6or~me 1, on 6tablit que K(X, O) est isomorphe/t l'alg~bre 
enveloppante de l'alg~bre de Lie L(X)/J, off L(X) est l'alg~bre de Lie fibre sur X 
coefficients dans K, et J l'id6al de L(X) engendr6 par les 616ments de la forme 
[a, b] avec (a, b)e 0. Comme K est int~gre, on peut se contenter de d6montrer le 
th6or~me pour son corps des fractions, puisque K(X, O) se plonge darts Fr(K)(X, 0). 
Le r6sultat d6coule alors des consid6rations pr6c6dentes, car d'apr6s le Th6or~me 
de Poincar6-Birkhoff-Witt, l'alg~bre nveloppante d'une alg~bre de Lie sur un corps 
est toujours int~gre [2]. 
On supposera donc d6sormais que K est un corps commutatif. Soit K(X) la 
K-alg~bre associative libre sur X. 
3. Lemme. K(X) est l'alg~bre nveloppante d L(X). 
Pour la preuve, voir [2]. 
Consid6rons l'id6al bilat~re I de K(X) engendr6 par les 616ments de la forme 
ab-ba, avec (a, b)e 0. 
4. Lemme. K(X, O) est isomorphe fi K(X)/L 
Preuve. On consid~re le diagramme represent~ par la Fig. 1, off ~r et 7r' sont les 
projections canoniques, et ie t  i' les injections canoniques. La fl~che g vient de ce 
que ,r' o i passe au quotient par - ,  g se factorise par K(X, O) (propri&6 universelle 
de l'alg~bre d'un monoide) pour donner h; on a f par la propri&6 universelle de 
X*  i 
K(X,O) 
f , f  
M(X,O) 
K (X) 
d 
t l f  
f 
J 
f i r  t 
-~ .  K (X)/ I 
Fig. 1. 
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K(X) et f 6tant nulle sur I se factorise par K(X) / I  pour donner h'. On v6fifie 
imm6diatement que h o h' = h' o h = id. [] 
Proposition. L'alg~bre nveloppante de L(X)/ J est isomorphe fi K(X)/  I. 
D~monstration. On v6dfie que K(X) / I  poss~de la propd6t6 universelle de l'alg~bre 
enveloppante: il existe un morphisme d'alg~bres de Lie j :  L(X)/J--> K(X) / I  tel 
que pour toute alg~bre associative A et tout morphisme d'alg~bres de Lie 
f: L(X)/J--> ,4, il existe un unique morphisme d'alg~bres associatives f':K(X)/I--> 
A tel que f = f '  o j. 
D#finition de j: On sait que K(X) est l'alg~bre nveloppante d  L(X); consid6rons 
le diagramme represent6 par la Fig. 2, oil i, ~r, et p sont respectivement l'injection 
L(x) K(x> 
L(X) / J  -> K(X) / I  
J 
Fig. 2. 
de L(X) dans son alg~bre nveloppante et les projections canoniques. Comme i(J) 
est contenu clans I, p o i passe au quotient et induit un morphisme d'alg~bres de 
Lie j :  L( X) /  J--> K (X)/ I. 
Factorisation de f: On consid~re le diagrammme r present6 par la Fig. 3. Par la 
propri6t6 universelle des alg~bres enveloppantes, il existe un unique morphisme 
g': K(X)-->A tel quefo  ~-= g'o i. 
L(X) 
L(x)/j  
, K (X)  
~A 
Fig. 3. 
D'autre part, g'o i(J) =f( ' r r ( J ) )= 0 donc g'(I)= 0, car I est engendr6 par i(J); 
donc g' se factorise par K(X) / I  et on a un diagramme commutatif represent6 par 
la Fig. 4(a), d'o6 le diagramme represent6 par la Fig. 4(b) dont on v6rifie la commu- 
tativit6: si x+J  est un 616ment de L(X)/J, g"(j(x+J))=g"(j(1r(X)))= 
g"(p(i(x))) = g'(i(x))= f( I r (x))=f(x + J). 
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g' 
K(X)  , A 
K(X)/I 
(a) 
L(X) / J  , A 
f 
(b) 
Fig. 4. 
Unicit6 de g": Si h est un autre morphisme tel que h oj =f, g , , -h  est nul sur 
j (L(X)/ J ) ;  mais j (L(X) / J )  engendre K(X) / I  en tant qu'alg~bre associative 
puisqu'il contient p o i(X) = j  o w(X). [] 
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